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ОБ Э К В А Ц И О Н А Л Ь Н Ы Х  Т Е О РИ Я Х  
М Н О ГО О БРАЗИ Й  П О Л У Г РУ П П
А. И. М альцев в работе [1] построил конечно базируемое многообразие 
квазигрупп с неразрешимой эквациональной теорией и поставил в «Коуров- 
ской тетради» [2] вопрос о существовании конечно базируемых многообразий 
полугрупп, групп и колец с неразрешимой эквациональной теорией. Поло­
жительны й ответ на этот вопрос д л я  групп получен в [3]. В работах [4-6] 
построены примеры конечно базируемых многообразий неассоциативных ко­
лец с неразрешимой эквациональной теорией. Первый пример конечно бази­
руемого многообразия полугрупп с неразрешимой эквациональной теорией 
построен в работе [7]. Другие примеры конечно базируемых многообразий 
полугрупп с неразрешимой эквациональной теорией можно найти в [8-11] 
Результаты, приведенные в работах [6] и [8], указываю т на то, что существо­
вание удобного описания конечно базируемых многообразий с разрешимой 
эквациональной теорией маловероятно. В связи с этим становится актуаль­
ным вопрос об алгоритмической распознаваемости свойства разрешимости 
эквациональной теории, т.е. о разрешимости проблемы распознавания  
эквациональной рекурсивности:
существует ли  алгоритм, определяющий по произвольной конечной си­
стеме тождеств данной сигнатуры, разрешима ли  эквациональная теория 
многообразия, заданного этой системой тождеств?
В работе [12] доказана неразрешимость проблемы распознавания экваци­
ональной рекурсивности д л я  многообразия всех универсальных алгебр сиг­
натуры с двумя бинарными операциями и двумя константами. В [13] неразре­
шимость этой проблемы установлена д л я  многообразия всех универсальных 
алгебр произвольной нетривиальной сигнатуры. Следующая теорема дает 
отрицательное решение этой проблемы д л я  многообразия всех полугрупп.
Теорема 1. Проблемы распознавания эквациональной рекурсивности для 
многообразия всех полугрупп неразрешима.
В доказательствах мы будем существенно использовать технику и ре­
зультаты из работы [7].
Д л я  произвольного слова гг обозначим через [(гг) длину слова гг. Исполь­
зуя технику, развитую в [7], несложной модификацией конструкции полу­
группы 5(М , ф) из пункта 7.2.5 обзора [8] может быть получена следующая
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Л ем м а 1. Существуют полугруппа  § , заданная конечным множеством  
определяющих соотношений и =  V таких, что 1(и), [(г) > 2, слово гго и 
рекурсивное множество слов Щ  таких, что  [(гг) > 2 для любого гг Е 
удовлетворяющие следующим условиям:
1) {г г  | § |= гг =  гсо, гг Е — рекурсивно перечислимое нерекурсивное 
множество;
2) если слово V  равно в полугруппе  §  некоторому слову  гг Е то V  — 
бесквадратное слово и 1(У) > 2;
3) если для слов V  и У  существуют такие слова V , V '  Е Ш и  {гсо}, что 
§ | = [ /  =  и ' ,  V  =  V ' , то либо и  = V , либо и  не является подсловом в V .
Л ем м а 2. Существуют рекурсивное множество слов УЧ =  {гс^ | г Е 
слово ид, множество конечно-определенных полугрупп  | г Е М} и рекур­
сивно перечислимое нерекурсивное множество натуральных чисел V  та­
кие, что
1) множество  | г Е М} эффективно задано;
2) если i Е V, то полугруппа изоморфна одноэлементной полугруппе;
3) [(>;) > 2 для любого г Е М;
4 ) если i ^  V , то {wj  | |= Wj =  гсо, Wj Е —  рекурсивно перечисли­
мое нерекурсивное множество;
5 ) если i ^ V  и слово V  равно в полугруппе некоторому слову гг^ - Е 
то V  — бесквадратное слово и [(£) > 2;
6) если i ^ V  и для слов и  и V  существуют такие слова [ /', V '  Е Ш  и 
{гсо}; что  |= и  =  V ' ,У  =  V ' , то либо и  =  V, либо и  не является  
подсловом слова V .
Д оказательство. Обозначим через #  (&1? • • • ? Ьш I ЧА — С «/),
*52 ^  (^1, С2, . . . ,  ст || Vjı =  Vj2l^ j  Е «/) полугруппы, изоморфные полугруппе § 
из леммы 1. Пусть Ш  =  {уэ{ \ г Е М } — множество и гг о —  слово из леммы 1, 
записанные в алф авите {с\, С2, . . . ,  ст }. Д л я  каж дого г Е N обозначим через 
§2 полугруппу с множеством образующих
{ Ъ х М  , . . . , Ът , С\ , С2, • • • , Ст , Х \ ,  Х2,  ■ ■ ■ , Ж2т, 2/1, 2/2, • • • , 2 /2 т } ,
заданную следующей системой определяющих соотношений:
х г1Ю{угх хтъуг = Ъг (1 < £ < т),
хгЩУгХгМоУг = с<_то ( т  +  1 < £ < 2т),
Х1-1тУ1+1Х^1'ш^+1 =  (2 < £ < 2 т  -  1),
ж<+1гУгУ4_1Ж<+1Ш0?/<-1 =  2/4 (2 < £ < 2т  -  1),
(1)
(2)
(3)
(4 )
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%2т—1'ШгУ1%2т—1'Ш0У1 — %2 га? 
х 1^{У2т—1х 1^0У2т—1 =  2/2га? 
Ujl = Uj2 (j  е  J ),
V j i  = Vj 2  (j €  J),  
x twoytxtwoyt =  0 (1 < t < 2m).
Х2тЫгУ2Х2тЫоУ2 =  Xlf
X2Wiy2mX2Woy2m = У1,
(5)
(6)
(7)
(8) 
(9)
( 10)
( 11)
Предположим, что в полугруппе $2 имеет место соотношение = уо$. То­
гда, в силу соотношений (11), из соотношений (1)-(8) очевидным образом 
выводятся соотношения
Следовательно, если в полугруппе S2 имеет место соотношение wi =  ид, то 
полугруппа Si изоморфна одноэлементной полугруппе.
Предположим теперь, что в полугруппе S 2 имеет место соотношение 
wi ф wo. Обозначим через S3 подполугруппу полугруппы §j, порожденную 
множеством {61, 62, • • •, Ьт }. Покаж ем, что полугруппы S х и S 3 изоморфны. 
Д л я  этого достаточно показать, что д л я  любых слов W \  и W 2 равенство 
W \  =  W 2 выполняется в полугруппе S х тогда и только тогда, когда это 
равенство выполняется в полугруппе S 3. Заметим, что по построению полу­
группа S 3 удовлетворяет всем определяющим соотношениям полугруппы S х. 
Поэтому очевидно, что если равенство W \  =  W 2 выполняется в полугруппе 
S i, то это равенство выполняется и в полугруппе S3. Предположим теперь, 
что равенство W \  =  W 2 выполняется в полугруппе S3. Тогда существует 
цепочка равенств
такая, что каж дое последующее слово в этой цепочке получено из преды­
дущего применением одного из определяющих соотношений полугруппы 
Предположим, что ни одно из слов С/х, [/2, • • •, и г не содержит вхождений 
образующих сх, С2, . . . ,  ст . Тогда очевидно, что ни одно из слов С/х, [/2, . . . ,  С/г 
не содержит вхождений образующих ад, ад? • • •, #2т? 2/1? 2/2? • • • ? 2/2т -  Следова­
тельно, слова С/х, С/2, • • •, и г записаны в алф авите {/ц, 62? • • • ? Ьт }. Отсюда не­
посредственно вытекает, что д л я  получения цепочки (12) использовались 
только определяющие соотношения (9). Таким образом, ТТх =  ТТ2 в полу­
группе что и требовалось.
Покаж ем, что если равенство Пх =  ТТ2 выполняется в полугруппе 5з, то 
существует цепочка равенств (12) такая, что ни одно из слов С/х, [/2, . . . ,  С/г
bt =  0 , ct =  0 (1 < t < га), x t =  0 , yt =  0 (1 < t < 2га).
W 1 = U1 = U2 = ' -  = Ur = W 2 ( 12)
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не содержит вхождений образующих сх, С2, . . . ,  ст . Предположим противное. 
Тогда д л я  любой такой цепочки по крайней мере одно из слов С/х, • • •, ПТ
содержит вхождение некоторого образующего из множества {сх, С2, . . . ,  ст }. 
Д л я  произвольного слова ]¥  обозначим через с)(ТТ) количество м аксим аль­
ных подслов слова 1'¥ над алфавитом  {сх, С2, . . . ,  ст }. Рассмотрим цепочку 
равенств (12), д л я  которой сумма 5 (С/х) +  ^ ( ^ 2) +  ' ' '  + Ъ(иг ) минимальна. 
Предположим, что д(118) =  тах{с)([/х), ^ ( ^ 2)5 • • • > ^(^г)}> причем д л я  любого 
1 < V < 5 — 1? имеет место неравенство Ъ{иф) < д(118), а д л я  любого Л, 
5 < Л < 5 +  р, имеют место соотношения с)(£/д) =  Ь (и8) и с)([/5+р+х) < ъ (и в). 
Так как д л я  любого А, з < А < в + р, имеет место равенство 0([/д) =  д(1/3), 
при получении цепочки равенств 118 =  С/$+х =  • • • =  и 8+р использовались 
только соотношения (9) и (10). Следовательно, д л я  любого Л, 5 < Л < 5 + р , 
слово II\  имеет вид
где 0?2, • • •, — слова над алфавитом  {жь  х 2, . . . ,  х 2т, 2/ъ 2/2, • • •, 2/2т } ,
а . . .  , Нд , Д^+1 — слова над алфавитом  {2>1, Ь2, . . . ,  Ьт , с\, с2, . . . ,  ст },
причем слова Я? и Н^+ х могут быть пустыми. Очевидно, что если д л я  не­
которого значения Л слово 11  ^ или Н^+1 пУстое? то и Дл я  всех остальных 
значений А слово 11 ,^ соответственно слово Н^+1, пустое. Кроме того, легко 
понять, что д л я  любых А и д  слово 11  ^ состоит либо только и з  букв алф авита 
{6х, 625 5 Ьт }, либо только и з  букв алф авита {сх, С2, . . . ,  сш}, причем если
д л я  некоторого Ао слово Н^° состоит из букв алф авита {6х, &2? • • • ? Ьт } (алф а­
вита {сх, С2, . . . ,  сш}), то и д л я  всех остальных значений А слово 11  ^ состоит 
из букв алф авита {Ьх, &2? • • • ? Ьт } (соответственно {сх, С2, . . . ,  ст }). Отсюда, 
в силу того что цепочка равенств 11 8 =  С/$+х =  • • • =  118+р получена при 
помощи соотношений (9) и (10), вытекает, что выполнимость соотношения 
II8 = и 8+1 =  • • • =  и 8+р в полугруппе равносильна выполнимости следую­
щих цепочек равенств в полугруппах и й©
й{ = И Д 1 = • • • = Я*+р, 
Я | = Щ +1 = ■■■ = щ +р,
щ  = щ +1 = --- = щ +р, 
щ +1 =  Я Д  =  • • • =  И й ? .
Заметим, что поскольку цепочка равенств 118 =  С/$+х =  • • • =  118+р по­
лучена при помощи соотношений (9) и (10), справедливо следующее: если 
д л я  некоторых А и д  имеет место соотношение ф ? то Дл я  лю~
бого I ф д имеет место соотношение =  Н^+1. Поскольку д л я  любого
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Л Е {1, 2 , . . . ,  5 — 1} имеет место неравенство с)(£/д) < 5([/$), слово и 8 по­
лучено из слова и 8-1  применением справа налево одного из соотношений 
(1)-(8) или (11). Так как д л я  любого д Е {<§, 5 +  1 , . . . ,  5 +  р} имеет место 
равенство 5(С//Х) =  с>(£/$) и с)(£/5+р+х) < с)(£/5), слово [/5+р+х получается из 
слова и з+р применением слева направо одного из соотношений (1)-(8). Сле- 
довательно, слова и Д
содержат подслова, принадлежащ ие множеству
{ х ггигугхги)оуг | 1 <  Ь < 2т}  и  
и  {х г- ^ г у г+1Хг-1тоУг+1 , х г+^ г У г - 1хг+^оУг - 1  | 2 <  г < 2т -  1} и  
и  {х2тЩУ2Х2тЫ0У2, Х2гХгУ2тХ21Юоу2т,
Х2т-1ЩУ1Х2т- 1 т о У 1 , х ^ у 2т-1Х1т0у2т-1}-  (13)
Отсюда вытекает, что Ид =  Ид+1 =  гхо, Н)1+р =  гх ,^ а д  =  гг о д л я  неко­
торых Л и д ,  причем слова ^ д _ х Я д ^ д Я д +123д+1 и
содержат подслова, принадлежащ ие множеству (13). Пусть д л я  определен­
ности слово и 8 получено из слова 118-х применением некоторого соотношения 
вида (1) и слово и 8+р+\ получается из слова и з+р применением некоторого 
соотношения вида (1). Остальные случаи рассматриваю тся совершенно ана­
логично. Предположим, что Я* =  гс^ , Я*+1 =  ггд и А < д.  Тогда очевидно, 
что цепочку равенств (12) можно заменить цепочкой
УГ1 = и 1 = и 2 = --- = и а-2 = и а- 1 =
= я;ад$ят2 • • • ... я* _х2П2я*+2зз*+2... щ я дщ+1 =
= и ; | , Ч !,и :;11« ,  • • • • •
• • - а д ш ь и д а д  ■ ■ ■ Н‘+>' э у # ;  =
= щ +2^ 1 щ +2ю 2 ■ ■ ■ • • •
■ ■ ■ а д д а а д ®  %  ■ ■ ■ а д ® , а д
=  а ; +' ,« 1и Г " - » .  • • • и ' « ш л_ 1и ' +' - 1ш ли*+<;-1® л+1и '+ 1 ш л+2 • • •
• • • а д я ь а д а д  ■ ■ ■ и г  " » „ а д  =
=  и 8-\-р- \-1 =  11 8-\-р -\-2  =  * * * =  11г  =  И ^ 2 )
где слово ЗНх получено из слова 93д_ хЯ д+р93лЯ д^ 9 3 л+1 заменой 
на &г, п 2332 — слово, полученное из слова ^Т/х-хЯ^^ЗЗ^Я^^ЗЗ^+х заменой 
на 6^ . При этом очевидно, что
ч и г) +  г)(и2) +  • • • +  а д _ 2) +  а д _ х )  +
+  с)(Я5х93х1Ц932 • • •Я1_12ГТхЯ1+2911+2 • • •Я ^_12ГТ2Я^+2^ +2 • • -Я*23,Я*+1) +
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+  1)(Я*+1^ 1 ^ +1^ 2  • • • Я ^ А - ^ л Д ^ Ш л + ^ Ш л + г  • • •
• • • я д  т а щ а д  • • • +
+ 0(Я*+2<ГЩ +29?2 • • - Я ^ Я Т л - х Я ^ [5?лЯ*+15?л+1Я*+25?л+2 • • •
• • • я д я ь д д а о д !  • • • я*+2^ я * + 2) + • • • +
+  • • .Я '^ З Д л - х Я ^ ^ ^ л Я '+ Г ^ А + х Я ^ З Д л + г  • • •
+  ^(^5+р+1) +  ^(^5+р+2) +  • • • +  ъ (и г ) < ц и г) +  9 ( ^ 2) +  • • • +  ь ( и г ).
Это противоречит нашему предположению о том, что д л я  цепочки равенств 
(12) число Ъ(и1 ) + Ъ(1/ 2) + ••• + Ъ(иг ) является минимальным. Предположим 
теперь, что Я* =  гс^ , Я*+1 =  ид и А > д. Тогда очевидно, что цепочку 
равенств (12) можно заменить цепочкой
УГ1 = и 1 = и 2 = --- = и а-2 = и а- 1 =
=  я ^ д а 2 . . .  я* _дая*+2<я*+ 2 . . .  я ^ д а я ^ з ^ . . .  щ я дщ +1 =
=  и>+1<011Ч+15Г2 • ■ ■ ■
• • • и д э д л - . и ^ л и ^ Э Д л + . и ' «  ® д+2 ■ ■ ■ и ; + 1 ® , ^ + ;  =
=  и ? 1т 1и ? 2<о1 ■ ■ • ■ ■ ■
• • • и £ 215 )л -1и г :,®л11‘+ 1® л+1и'л« ш л+2. . . и ; + 2® , и ; й
=  1^ +р<о 11 4 +рщ  ■ ■ ■ ■ ■ ■
• • • и * д + 21 ® д _ 1 и Г ’> _ 1 ® л и Й Г 1 ® д + 1 и й ! ® л + 2  ■ ■ ■ щ+*ъ,иЦ1 =
=  и 8-\-р-\-1 =  11 8-\-р-\-2 =  * * * =  11г =  И^ 2)
где слово ЗНх получено из слова 21а_ 1Яд+р21а Я д ^ 21а+ 1 заменой xtWiУtXtWQyt 
на Ь^ , а 2Н2 — слово, полученное из слова ^ / л + 1  заменой 
а^и^ж гидуг на Ь*- При этом очевидно, что
ц и г) +  а д )  +  • • • +  ц и а- 2) +  ц и а- о  +
+ гк*№ *№  • • - я ^ д а я ^ з ^ .. - я ^ д а я ^ ^ . • -я;<ад+1) +
+  0(Я^+10?1Я^+15?2 • • • Я ' Д а д Я ^ а д  • • •
• • • Я ^ 1^ л- 1 Я ^ лЯ1+1^ л+1Я1+12^ л+2 • • -Я*+1^ Я * + 1 )  +
+  0(Я*+2<ГЩ +22?2 • • • Я^+22П2Я ^ 2ЯТ‘+2 • • •
• • • Я ^ Ш д - х Я у ^ л Я ^ Ш л + г Я ^ Ш л + з  • • • % +2^ Щ Х \ )  +  • • • +
+  Ц й 1 +рЮгЩ+рЮ2 ■ ■ ■ Я Д 2 Н 2Я Й ^ Й  • • •
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...  и й ш л- 1и Г ’’- 1® л и Д - 1®А+1и д | » л +2 • • • н;+>’® „ ц й )  +
+  с)([/5+р+х) +  Ъ(и8+р+2) +  * * * +  ц и г) < +  Ь(и2) +  • • • +  ц и г).
Это противоречит нашему предположению о том, что д л я  цепочки равенств 
(12) число Ъ(и1) + Ъ(и2) + • • • + Ъ(иг ) является минимальным. Наконец, если 
Щг =  уог'> ^ + 1  = и ,о и А =  д, то (12) можно заменить цепочкой
УГ1 = и 1 = и 2 = --- = и 8-2 = и а- 1 =
=  я а д я а д  • • • я* _х2Ш *+2а д 2 • • • =
=  Щ + ^ г Щ +1Ю2 • • • Я Д а П Я Д Я Г Д  • • • Я Д  Я у х Д  =
=  • • • я Д ш ш Д 2< иД 2 • • • я д  я т , я д  = ■■■ =
= а Д о ъ а Д Ш з  • • • а д  я т Д  • • • а д я т , я д  =
=  и 8-\-р-\-1 =  =  * * * =  и г =  И^2,
где 2Н — слово, полученное из слова ^ ^ -х Я ^ ^ ^ /л Я ^ ^ ^ Я ^ + х  заменой слова 
на Ь- При этом ясно, что
а д )  +  а д )  + . . .  +  а д _ 2) +  а д _ х )  +
+  г к * № * №  • • - а д а п а д з а д  • • - ^ а д +1) +
+  з ( я Д  з ъ я Д  ят2 • • • я д  < ш Д 2ш Д  • • • я д  я т , я Д ) +
+  5 ( а Д  з ъ я Д Ш а  • • • а Д  < ш Д  я т Д  • • • н Д  з д ; + 2) +  • • • +
+  э ( я Д в д Д я ь  • • • я Д  2п а Д  ю Д  • • • я д ю ^ а Д ) +
+  с)([/5+р+х) +  с)(и8+р+2) +  * * * +  а д )  < ^ ( ^ 1) +  5(^2) +  * * * +  Ъ{иг).
Это снова противоречит выбору цепочки равенств (12).
Таким образом, мы рассмотрели случай, когда Я* =  и Я * +1 =  ^(Ь 
и убедились в том, что Я* ф или Я * +1 Ф ^о- Следовательно, нам нуж ­
но рассмотреть три случая: Я* 7^  и Я * +1 Ф ^(Ь ^  и ^ + х  Ф
ид, Я* ф 'Шг и Я * +1 =  ид. Мы рассмотрим только случай Я* ф УЛ{ и 
Я * +1 ф ид, поскольку остальные случаи можно получить несложной ком­
бинацией конструкций д л я  случаев ф И Я * +1 ф г1>0^  Щг — и 
Я * +1 =  ид. Так как Я* 7^  и И^ФР ф гс^ , очевидно, что в последователь­
ности слов а * , я д , . . . , а д  не все слова равны меж ду собой. Выделим 
из последовательности Я* ,Я*+1, . . .  , Я))+р максимальную подпоследователь­
ность Я^а\ Я ^ 2, . . .  такую, что ни одно слово из этой последователь­
ности не равно последующему. Совершенно аналогично из последователь­
ности Я*+1, Я ^ . \ , . . .  ,Я * ^  можно выделить максимальную подпоследова-
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телыю сть К + 1  ’ К + 1  > • • • ’ < + 1  такУю > что ни одно слово из этой последо­
вательности не равно последующему. В силу того что если д л я  некоторых 
Л и д  имеет место соотношение 11  ^ ф Я^+1, то д л я  любого I ф д имеет 
место соотношение 11  ^ =  Я^+1, числа ва1, ва2, . . . ,  , зд2, . . . ,  попар­
но различны. Следовательно, если Л < д, то цепочку равенств (12) можно 
заменить цепочкой
УГ1 = и 1 = и 2 = --- = и а-2 = и а- 1 =
= ЩЮгЩЮ2 • • • Щ,_1^Ш1й {+2Юх + 2 • • • 
• • -н у ^ ^ н у  о ^ у ^ ^ н у ,^  • - - щ ю дщ +1 =
= • • •• • -н у ^ ^ н у  ^ д у ^ ^ н у ,^  • --щюдщ+1 = ■■■ =
= • • •
• • • Н у  Д^ ДУ' Д Д у  Д ^ + Д у  29 у +2 • • • =
= ЩЮгЩЮ2 • • • Д ^ а В Д + з Я л + з  • • •
• • • ну дУ' шдуд^  ду2яу+2 • • • ндду х =
= Н |Ю ^Ю 2 • • • н уд а Н Ц з Я л + з  • • •
• • • нуд^ -дУ' шдуд^  ду 2 оу+2 • • • щюдщ+1 = ■■■ = 
= Н|ЮгЩЮ2 • • • нудаНЦзЯТл+2 • • •
• ..  Н у  Д У  Д Д У "  ^ м + 1 ^ + 2 ^ + 2  • • • Щ%Щ+1 =
= Н^Ш1Н|Ш2 • • • ну12п1ну2шу2 • • • ну дану 2оу+2 • • • Щ%Щ+1 =
=  Н^Ш1Н |Ш 2 • • • Н у 1ША-1НдШАН у 1Ш л+1Н у2Шл+2 • • •• • • ну дану 2оу+2 • • • н;ш,ц+1 = 
= ну ЗДУ Ш2 ... н у^ л -^ у ШлНу^л+хну2Ша+2 • • • 
• • • ну д ан у  2 оу+2 • • • ну дд^у = 
= ну О^ну 0?2 •. -НУ^л-хНУ ШлН^ ДШл+хНУзШл+з • • • 
ну д ан у  д а +2 •••ну дд^у
=  Н У '"  З ^ Н У "  5?2 • • • Н У " ' 9 Д - Д У "  5?лН У 7 з д + Д Й  2 Ш л+2 • • •
• • • нут 2ВДУ2 зу+2 • • • ну-' шду=
=  и 8-\-р- \-1 =  [ / 5 у р у 2  =  * * * =  и г  =  И ^ 2 >
где слово 2Их получено из слова 5^л-1Яд+р51лЯд^51л+1 заменой
на 2П2 — слово, полученное из слова ^  заменой
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на Ь] 571 ? 572 > • • • ? 57*'" — последовательность, полученная из 
последовательности 5 +  1, 5 +  2 , . . . ,  5 +  р удалением подпоследовательностей 
5а1 , 5а2 , . . . , 5а<, И 5/31, 5 ^  , . . . , 5/34„ . При ЭТОМ ОЧвВИДНО, ЧТО
а д х) +  а д )  +  а д )  +  • • • +  а д _ 2) +  5 (1 /,-!)  +
+  • • •
• • а д ^ х Я ^ а д а д а д а д  • • -я ^ Э Д + х ) +
+ а д ^ я а д  • • а д д а я ^ а д  • • •
• а д _ а д _ 1я * а д я *+1а д я * +2а д 2 • • -щ %щ +1) + • • • +
+  • • а д д а я ^ а д  • • •
• • • я у  ^ .х Я ^ ' а д +1а д а д а д 2 • • • щ % щ +1) +
+  а д а д н а д  • • • а д д а а д . а д  • • •
• • • я у  9 7 д ; ^ а д а д а д 2с ... щ % щ +1) +
+ а д ^ я а д  • ■■и\_1ж 1и \ +2я х+2 ■ ■ ■
• • • и ^ ю ^ и р '  • • • щюящ+1) +. . .
+  а д ^ я а д  • • . . .
• • • Я* _ а д _ х Я +  9 ? Х + 1 ^ + 1 + +2 ^ + 2  • • • Щ % Щ + 1 ) +
+  0(Я? 97хЯ1972 • • • Я ^ ^ ^ + з ^ + з  • • • Я*_!2И2Я*+ 3 ^ + 2  • • • Щ % Щ + 1 ) +  
+ 0(^07x111072 • • •Я1_1Шл-1Я1ШлЯ1+1Шл+1Я1+2Шл+2 • • • 
• • • Я ^_1Ш72Я*+207м+2 • • • Я £ В Д +1) +  
+ 0 ( + а 0 7 Х + 1072 • • • Яд^107л_1Яд'1'1 07лЯЙ107а+1ЯЙ207л+2 • • • 
• • • Я ^ 1ЯТ2Я Й 2© р+2 • • - Я ^ 0 7 Д + )  +
+ О + а д + а д . . .  +  (: х 07 А _! + '  - 07д 11 д 7  07д+1 + + 207д+2 • • •
• • • Я + 2 В 2Я Й 207м+2 • • • 1 +  2 7 Д + )  +  • • • +
+  0(Н +" 07хЯ+" 072 • • • Я + '  57л-1Я^"' ШлЯ^"' Шд+хЯ^"' 07л+2 • • •
• • • Я + Г  ^ + 2  • • • Я + "  27Д Й 1') +
+  С)([/5+р+х) +  С)([/8-!гр-!г 2) +  ‘ ‘ ‘ +  Ц и г ) +  С)(Т+2) < ^ ( и ± )  +  ^(^2 ) +  • • • +  ц и г ).
Это противоречит нашему предположению о том, что д л я  цепочки равенств 
(12) число с)([/х) +  с)([^2) +  * * * +  с)([/г) является минимальным. Случай, когда 
А > д, можно рассмотреть совершенно аналогично случаю Л < д.
Таким образом, мы получили противоречие с предположением о том, 
что д л я  любой цепочки равенств вида (12) по крайней мере одно из слов
170
В. Ю. Попов. Об эквациональных теориях многообразий полугрупп
Ui, U2ч • • •, Uг содержит вхождение образующих из множества {ci, С2, . . . ,  ст }. 
Отсюда вытекает, что если равенство W \  =  W 2 выполняется в полугруппе 
S3, то это равенство выполняется и в полугруппе S±. Следовательно, полу­
группы Si  и S 3 изоморфны. Отсюда, с учетом того, что Si  — полугруппа из 
леммы 1, вы текает требуемое. Л ем м а доказана.
В [7] введены слова =  х у к+гх 2, где к > 3, г Е {1, 2, . . .  , к} и доказана
Л ем м а 3. Д л я  любого натурального числа к, к > 3; множество слов Р  =  
{ Д ,ъ  Д ,2 , • • • ’ Pk,k-i}  удовлетворяет следующим двум условиям:
1) всякое слово вида Pk,i1Pk,i2 ' * * Pk,in содержит лиш ь п вхождений слов 
из  Р ;
2) если слово Pk,nPk,i2 ' ' '  Pk,in для некоторой подстановки р  содержит 
подслово (p(PkjPkj), шо либо (р(х) — х и р(у)  =  у, либо слово i i i2 - - - in  не 
является бесквадратным.
Слова вида Pk,i1Pk,i2 • • • п  > 1? будем называть P -словами. Пусть
w — произвольное слово. Будем говорить, что слово w имеет Р-разбиение 
ранга 0, если w не содержит подслов, являю щ ихся P -словами. При г > 1 ска­
жем, что слово w имеет Р-разбиение ранга г, если w =  U1V1U2V2 • • • urvrur+i , 
причем
1) д л я  любого j  слово Vj — произведение Р-слов,
2) ui  и u r + 1 — возможно пустые слова,
3) щ , и з , . . . ,  иТ — непустые слова,
4) слова ui, U2, . . . ,  ur+1 не содержат подслов, являю щ ихся Р-словами. 
Л ем м а 4. Если слово w не содержит подслов вида
uk+1v k+1 , y u k+iy v k+jy 2, y u k+iy 2v k+jy, (14)
где l < i < k  + l,  l < j < k  + l,  и подслов вида p(P k^P kj)  ни для какой 
нетривиальной подстановки р, то ранг Р -разбиения слова w определяется 
эффективно и однозначно.
Д оказательство. Предположим, что слово w не содержит подслов вида 
u k+iyk+i и Подслов вида (p(PkjPkj)  ни д л я  какой нетривиальной подстанов­
ки (р. Тогда очевидно, что слово w избегает слово х 2к+2.
Допустим, что слово w избегает слово х к+1. Тогда очевидно, что слово w 
имеет Р-разбиение ранга 0 и ранг Р-разбиения определяется однозначно.
Предположим теперь, что слово w содержит подслова вида х к+1. Пред­
ставим слово w в виде W1W2 • • • w s, где д л я  любого j ,  1 < j  < s, слово wj либо 
равно хр , где к +  1 < р < 2 к  +  1, либо избегает слова хр , где к +  1 < р < 2 к  +  1,
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причем потребуем, чтобы при хх^  =  х р слово Wj- х не заканчивалось на ж, 
а слово не начиналось на х.  Поскольку слово хх избегает слова вида
ж2^ +2, легко понять, что слово хх\хх2' * * хх8 по слову гг строится однозначно. 
Теперь везде в слове 1x11x2 • • • гс5, где это возможно, подслова Wj-ıWjWjJrı 
такие, что Wj =  х р, заменим на W j- ıp jW j + ı ,  где p j  =  yxxjy2, хх^-х =  W j - ı у, 
хх^  ^1 =  у2гг^ +1, причем у —  минимальное слово с условием Wj- х =  W j - ı у, 
хх^^\ =  у 2хЗ^^\. Так как слово хх не содержит подслов вида и к+1х к+1 ни для 
каких слов и и г>, слова xx j- ı  и WjJr\ избегают слово х к+1 и, следовательно, 
выбор подслов вида Wj-ıW jW jJrı,  заменяемых на слова вида W j-ıp jW j+ ı^  осу­
ществляется однозначно. Кроме того, поскольку хх не содержит подслов ви­
да (р(Рк^Рк^) ни для какой нетривиальной подстановки (р, слово W j- ıp jW j+ ı  
однозначно строится по слову Wj-ıWjWjJrı.  Причем, в силу того что сло­
во хо не содержит подслов вида у и к+гу х к+^у2, у и к+гу2х к+^у, 1 < I <  к +  1, 
1 < J < к-\-1, ни для каких слов и, х и г/, если в слове • • • гс5 содержится
подслово г^_2г^_1г^г^+1г^+2 такое, что гс^-х =  х р , гс^ +х =  х р , то замена 
подслова W j-2 W j- ıW j  на W j- 2 P j- ıW j  не помешает последующей замене под­
слова ХХ -^2ХХ -^\ХХ] на W j- 2 P j- lW j.
Если для любого максимального подслова вида РзРз+2 • • • Рз+2г имеет ме­
сто неравенство £ > 1 и для любого I слова р^+2/ и Р3+21+2 или слова р^+2/ 
и pjJr2l—2 записаны в одном и том же алфавите, то заменим в полученном 
из ХХ1ХХ2 • • • хх8 слове максимальные подслова вида xxjXXjJrıxxjJr2 • • • или
гг^ гг^ +1гг^+2 • • • или ^-г^+х * * * ^.г+г^г+г+1 на XLj, максимальные
подслова вида pjPjJr2 • • • Рз+2г —  на х^  и произведем перенумерацию. В ре­
зультате получим требуемое Р-разбиение слова хх.
Предположим теперь, что для некоторого максимального подслова ви­
да pjPjJr2 • • • Рз+2г имеет место равенство £ =  0 , т.е. слово pjPjJr2 • • *Рз+2г 
имеет вид р р  Тогда подслово Рх^ -\р р х^ \  заменим обратно на W j-ıWjWjJrı. 
Если для некоторого максимального подслова вида pjPjJr2 . . .  Рз+ъь и для 
некоторого I и слова Рз+21*, Р 3+21+2, и слова Рз+21, Р3+21-2 записаны в раз­
личных алфавитах, тогда подслово Р3+21 заменим обратно на yxxjy2. По­
сле этого заменим в полученном из хх\хх2 • • • хх8 слове максимальные под­
слова, имеющие вид xxjXXjJrıxxjJr2 • • • или хх^хх^^\хх^^2 • • • гх3+^x3+1+1, или
WjWjJrı • • • WjJrtWз+t+1, на Uj  ^ максимальные подслова вида РзРз+2 • • 'Рз+2г —  
на х  ^ и произведем перенумерацию. В результате получим требуемое Р- 
разбиение слова хх. Лемма доказана.
Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы. Пусть 5  —  
произвольная полугруппа из множества | { Е М}, построенного в лем­
ме 2 , {ах, а2, . . . ,  ап } —  множество образующих полугруппы 5 , { и ц  =  Щ2 \ г Е 
/} —  множество определяющих соотношений полугруппы 5 . Пусть к =  п +  4
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и {11ц(х^у) =  £7*2 (#>2/) | г Е /}  — множество тождеств, полученное из мно­
ж ества определяющих соотношений {иц  =  Щ2 | г Е /}  заменой каждого 
вхож дения а^, 1 < ^ < п, на Обозначим через Х^ много­
образие полугрупп, заданное тож дествами {11ц(х,у)  =  11{2(х,у) | г Е /} , а 
через 2)^ — его подмногообразие, заданное внутри Х^ тож дествами
ж*!+1у*!+1 =  у и к+гу х к+Эу2 =  у и к+гу 2ук+Эу =  х г у к+г(хг )3у к+э (х г )2 =
=  ж(у2:)^+гж3(у2:)^+,7ж2 =  0, 1 < г,^ < к +  1. (15)
Пусть Е  — полугруппа счетного ранга, свободная в многообразии всех по- 
лугрупп, Р 2)^ — полугруппа счетного ранга, свободная в многообразии по­
лугрупп 2)
Пусть и  и V  — произвольные слова в алф авите {ех, в2, . . . ,  ег , . . .  }. Пред­
положим, что одно из слов и  и V  содержит в качестве подслова одно из слов 
вида (14) или одно из слов вида
х г у ш (х г )3у к+:>(хг)2, х ( у г ) Ш х 3(уг)к^ х 2. (16)
Тогда это слово равно нулю. Заметим, что, в силу разрешимости проблемы 
равенства в абсолютно свободной полугруппе, существует алгоритм, опре­
деляющ ий по произвольному слову, содержит ли оно подслово указанного 
вида. Следовательно, в дальнейш ем случай, когда одно из слов и  и V  со­
держ ит подслово вида х к+1у к+1, или у и к+гу х к+Эу2, или уи к+гу 2хк+Эу, или 
х г у к+г(хг )3у к+э (х г )2, или х {уг )к+гх ъ{уг)к+^х 2, мы можем не рассматривать.
Так как слова и  и V  не содержат подслов вида (14) и (16), Р-разбиения 
слов и  и У, в силу леммы 4, определяю тся эффективно и однозначно. Кро­
ме того, слова и  и V  являю тся изотермами д л я  тождеств (15). Отсюда вы­
текает, что слова и  и V  мы можем преобразовывать только при помощи 
тождеств вида 11ц(х, у) =  Щ2(ж, у ). Следовательно, в силу леммы 3 при при­
менении тож дества многообразия 2) £ к слову и  или к слову V  мы заменяем 
некоторое подслово, являю щ ееся Р-словом, на некоторое другое подслово, 
являю щ ееся Р-с ловом. Поэтому слова, получающиеся из слов и  и V, будут 
иметь тот же ранг Р-разбиения, что и слова и  и V.  Отсюда вытекает, что 
д л я  равенства слов и  и V  необходимо, чтобы ранг Р-разбиения слова и  был 
равен рангу Р-разбиения слова V .
Если ранг Р-разбиений слов и  и V  равен 0, то слова и  и V  равны в 
полугруппе Е2)£ тогда и только тогда, когда они равны в полугруппе Е . 
Если ранг Р-разбиений слов и  и V  равен 1 и ггх^1^2 — Р-разбиение слова 
С/, — Р-разбиение слова V , то слова и  и V  равны в полугруппе Е2)£
тогда и только тогда, когда слова и± и и7Х, щ  и и'2 равны в полугруппе Е , 
и, кроме того, в полугруппе 5  имеет место равенство гг =  гг7, где гг и гг7
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— те слова, из которых и получены заменой каж дого вхож дения а^ -, 
1 < j  < на Рк,к—1 Рк?<7Рк,к—2• Если ранг Р-разбиений слов и  и V  больше 1, 
то совершенно аналогично случаю, когда ранг равен 1, мы сведем проблему 
распознавания истинности равенства II = V  в полугруппе Е З)^  к распозна­
ванию истинности некоторой системы равенств в полугруппах 5  и Е .
В силу леммы 3 д л я  любых элементов и и V полугруппы 5  равенство 
и =  V выполняется в полугруппе 5  тогда и только тогда, когда в многообра­
зии Х^ выполняется тождество и (х ^ у )  =  У (х ,у ) ,  где и (х ^ у )  и У(х^у)  — 
слова, полученные из и и V заменой каж дого вхож дения а^ -, 1 < j  < п, на 
Рк,к—\Рк^Рк,к—2' Несложно убедиться в том, что слова и ( х , у )  и У (х ,у )  — 
изотермы д л я  тождеств (15). Следовательно, тождество и  (ж, у) = V  (ж, у) вы­
полняется в многообразии Х^ тогда и только тогда, когда оно выполняется 
в многообразии 2) £. Отсюда вытекает, что если в полугруппе 5  неразреш и­
ма проблема равенства, то эквациональная теория многообразия З)^ тоже 
неразрешима.
Таким образом, эквациональная теория многообразия З)^ разреш има то­
гда и только тогда, когда разреш има проблема равенства в полугруппе й'. 
В силу леммы 2 множество полугрупп с разрешимой проблемой равенства 
из {§* | г Е М} не является рекурсивным. Следовательно, множество много­
образий 2)^ с разрешимой эквациональной теорией нерекурсивно. Так как 
Е {§г | г С М}} — рекурсивное подмножество в множестве всех 
конечно базируемых многообразий полугрупп, то множество конечно бази­
руемых многообразий полугрупп с разрешимой эквациональной теорией не­
рекурсивно.
В заключение автор благодарит профессора Ю. М. Важенина, под руко­
водством которого выполнена данная работа, и профессора М. В. Волкова 
за полезные обсуждения.
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